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Introducciéon

Como parte de los modelos pedagbgicos constructivistas, conectivistas
y enactivistas que defendemos como soportes para las buenas e
innovadoras practicas educativas en el proceso de ensehanza
aprendizaje de la matematica, esta el empleo del software de Geometria
Dinamica GeoGebra con diferentes fines didacticos, uno de ellos, que
los estudiantes tengan un papel activo y protagonico durante el proceso
de obtencién de nuevas proposiciones matematicas, como parte del
desarrollo de su intuicion matematica.

El presente taller tiene como objetivo: Analizar algunas
potencialidades de GeoGebra para el desarrollo de la intuici6on
matematica de los estudiantes.

219



Marco conceptual y procedimental

Disquisiciones tedricas y practicas sobre el desarrollo de la
intuicion matematica

Conceptualmente se asumen las disquisiciones teoricas ofrecidas
en (Gomez, 2017, p.30. 31) “Una intuicion es una idea que posee las
dos propiedades fundamentales de una realidad concreta y
objetivamente dada:

o Inmediatez (evidencia intrinseca) y

o Certeza (no la certeza convencional formal, sino la certeza

inmanente, practicamente significativa).”

Procedimentalmente, se considera la clasificacion de las
intuiciones que se ofrece en Fischebein (1987)
o Intuiciones afirmatorias: son representaciones o

interpretaciones de varios hechos aceptados como ciertos,
autoevidentes y auto-consistentes. Una intuicion afirmatoria se
puede referir:

= Al significado de un concepto, por ejemplo, el significado
intuitivo de nociones como fuerza, punto, linea recta, etc.

» Al significado de relaciones o a una afirmacion, por
egjemplo, la fuerza como algo necesario en orden a
mantener un cuerpo en movimiento.

= A la aceptacién de una inferencia, la cual puede ser
inductiva o deductiva; por ejemplo, de A=B y B=C uno
deduce intuitivamente que A = C.

Intuiciones conjeturales: son hip6tesis asociadas con los
sentimientos de certeza. Por ejemplo “estoy seguro que llegaras
a ser un excelente matematico”.

Intuiciones anticipatorias: son también conjeturas, pero
han sido clasificadas separadamente, dado que pertenecen mas
explicitamente a la actividad de resolucién de problemas. Se
caracteriza porque:

» Esla perspectiva preliminar, global, de una soluciéon de un
problema, y precede al andlisis y al desarrollo de una
solucion.

* No toda hipétesis es una solucién; tnicamente esas
hipo6tesis que van asociadas, al comienzo, con el

220



sentimiento de certeza y de evidencia, son intuiciones
anticipatorias.

» La naturaleza contradictoria de la intuicién anticipatoria
(v la intuicién en general) se expresa en las revelaciones
introspectivas del matematico: en su forma inicial, la
soluci6on se percibe simultdneamente como cierta e
imperativa y también como tenue, sutil, transitoria y
pasajera.

o Intuiciones conclusivas: resumen en una conclusion, en una
vision global, las ideas esenciales de una solucién de un
problema que ha sido previamente elaborado. Esta perspectiva
total, global, afiade a la construccién formal y analitica un
sentimiento de intrinseca y directa certidumbre (certeza).

Conjunto de proposiciones que se abordan en la EGB y el
BGU, conjeturables por los estudiantes

A continuacion, se senalan una serie de proposiciones que se abordan
en la EGB y el BGU, agrupadas en los diferentes bloques curriculares, y
que, empleando metodologias activas y recursos didacticos
innovadores adecuados, pueden llegar a ser conjeturables por los
estudiantes.

Especialmente, se sefialan, en negritas y cursivas, aquellas que seran
abordadas durante el desarrollo del TALLER.

e Dela Geometria y Medida

o Perimetro de poligonos regulares.
Area de poligonos regulares.
Perimetro y area del rectangulo.
Perimetro y area del cuadrado.
Perimetro y area del tridngulo en general.
Perimetro y area del tridngulo is6sceles.
Perimetro y area del tridngulo equilatero.
Perimetro y area del paralelogramo.
Perimetro y area del trapecio.
Perimetro y area de poligonos en general.
Perimetro y area del circulo.

0O 0O 0O 0O o0 0O o0 O O O
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Relacion entre las medidas en grados y en radianes de los
angulos.

Equidistancia de los puntos de la bisectriz de un
angulo a las semirrectas del angulo.

Equidistancia de los puntos de la mediatriz de un
segmento a los extremos del segmento.

Angulos entre paralelas.

Suma de las amplitudes de los angulos interiores de un
triangulo.

Suma de las amplitudes de los angulos exteriores de
un triangulo.

Teorema del angulo exterior de un triangulo.
Desigualdad triangular.

Teorema de Pitagoras.

Teorema de la altura.

Teorema de los catetos.

Suma de las amplitudes de los angulos interiores de
un cuadrilatero.

Suma de las amplitudes de los angulos interiores de
un poligono en general.

Amplitudes de los angulos centrales, inscritos y
seminscritos de la circunferencia.

Férmula de Euler para poliedros (C+V=A+2).

Areas y voltimenes de prismas y piramides.

Areas y volimenes de cuerpos redondos: conos, cilindros,
esferas.

e De Algebra y funciones

o

O O O O O O

Propiedades algebraicas de las operaciones con numeros
reales.

Leyes de compatibilidad de las relaciones de igualdad y de
orden.

Propiedades de las potencias.

Propiedades de los radicales.

Propiedades de los logaritmos.

Identidades trigonométricas.

Productos notables.

Raices de ecuaciones cuadraticas.
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Raices de ecuaciones polinémicas.

e Dela Estadistica y Probabilidad

o

Técnicas de conteos mediante combinaciones, permutaciones
y variaciones.

Medidas de tendencia central y medidas de dispersion.
Distribuciones de probabilidad.

Conjunto de proposiciones que no se abordan en la EGB y el
BGU, conjeturables por los estudiantes.

A continuaciéon, se sefialan una serie de proposiciones que NO se
abordan en la EGB y el BGU, agrupadas en los diferentes bloques
curriculares, y que, empleando metodologias activas y recursos
didacticos innovadores adecuados, también pueden llegar a ser
conjeturables por los estudiantes.

Especialmente, se sefialan, en negritas y cursivas, aquellas que seran
abordadas durante el desarrollo del TALLER.

e De Geometria y Medida

O

O O O O

Suma de las amplitudes de los angulos exteriores
sobre obtusos de un triangulo.

Concurrencia de las tres alturas en el ortocentro del
triangulo.

Concurrencia de las tres medianas en el baricentro
del triangulo.

Concurrencia de las tres bisectrices en el incentro del
triangulo y existencia de la circunferencia inscrita
del triangulo.

Concurrencia de las tres mediatrices en el
circuncentro del triangulo y existencia de la
circunferencia circunscrita del triangulo.

Ley de los senos para triangulos cualesquiera.

Ley de los cosenos para tridngulos cualesquiera.

Ley de las tangentes para triangulos cualesquiera.
Existencia de la circunferencia de los nueve puntos
en triangulos acutangulos, de Euler o de Feuerbach
(ciclicidad de los puntos medios de los tres lados del
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triangulo, los pies de las alturas del triangulo y los
puntos medios de los segmentos que unen los tres
vértices con el ortocentro del triangulo).

o Existencia de la recta de Euler triangulos
acutangulos (colinealidad del ortocentro, el
circuncentro, el baricentro y el centro de la
circunferencia de los nueve puntos de un triangulo).

o Las diagonales de un cuadrilatero se cortan en un punto
interior, si y solamente si este es convexo.

o Existencia de cuadrilaiteros no inscribibles en una
circunferencia (no tienen circunferencia circunscrita) (no
cicilos).

o Exigencias que deben cumplir los cuadrilateros cicilos.

o Paralelogramo que se forma uniendo los puntos medios de los
lados consecutivos de un cuadrilatero convexo.

o En todo cuadrilatero convexo se cumple que la suma de los
cuadrados de las diagonales e igual a la suma de los cuadrados
de las simedianas (segmentos que unen los puntos medios de
los lados opuestos)

o Si un cuadrilatero esta circunscrito entonces la suma de sus
lados opuestos son iguales.

o En un cuadrilatero convexo se cumple
a' +0' +c* 1 d* =di +dj '!'4m2, donde a, b, ¢, d son los
lados; di1, d2, las diagonales y m, la longitud del segmento que
une los puntos medios de las diagonales.

o Teorema de las secantes en una circunferencia.

o Teorema de la tangente en una circunferencia.

o Lugares geométricos planos y tridimensionales (

)
e Dela Estadistica y Probabilidad
o Distribuciones de probabilidad.
o Leydelos grandes nimeros.
e De Algebra y funciones

o Teoremas relativos a los Calculos Infinitesimal, Diferencial e

Integral de funciones.
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A continuacion, se presenta una muestra de las actividades realizadas
durante el desarrollo del Taller interactuando con GeoGebra y que no
estan contempladas en el curriculum de la ensehanza general:

1. Actividades para la obtencion de la proposicion 1:
“Suma de las amplitudes de los angulos exteriores sobre
obtusos de un triangulo”.

a. Construir un triangulo ABC cualquiera y verificar que se
cumple el clasico teorema de la suma de las amplitudes de los
angulos interiores de un triangulo.

ista Algebraica X | * Vista Grafica
A=(1.72,-1.62) -
B ={10.36, 0.98)
C=(6.92, 4.62)
b=812

a=501

c=9.02

t1=20.2

a=33.45°

B=63.37°

v=83.19°
Texto="“S=a+p+y"
S=180°

»
®
®
L
®
®
®
®
®
@
®
®

Figura 17. Triangulo ABC cualquiera donde se verifica el clasico teorema
de la suma de las amplitudes de los angulos interiores

b. Manipular cualquiera de los vértices dindmicos sin que
ninguno sobrepase al otro semiplano de donde se encuentra
el vértice con respecto a la divisiéon del plano por la recta que
contiene al lado opuesto al vértice y verificar que se sigue
cumpliendo el teorema.

¢. Manipular cualquiera de los vértices dinamicos logrando que
sobrepase al otro semiplano de donde se encuentra el vértice
con respecto a la division del plano por la recta que contiene
al lado opuesto al vértice y verificar que tendra lugar un
nuevo teorema.
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AL D OON Ll N =2 <)

¥ Vista Algebraica
A=(1.72, 1.62)
B =(10.36, 0.98)
C=(12.54, 4.31)
b=11.15
a=5172

c=9.02
t1=25.68
a=329.3°
B=264.33°

v =306.37°
Texto="S=g+p +y"
§=900°

Ed

~ Vista Grafica
Slv v | N Pequefic v |

S=a+R+Y

V= 306.37°

Figura 18. Nueva proposicion que puede conjeturarse a partir de la

manipulacion de la figura anterior

d. Enunciar la nueva proposicién obtenida.

Enunciado de la nueva proposicion: “La suma de las
amplitudes de los angulos exteriores sobre
obtusos de un triangulo siempre es 900°”

2. Actividades para la obtenciéon de la proposicion 2:
Existencia de la circunferencia de Feuerbach
a. Construir un tridngulo ABC acutingulo.
b. Construir los puntos medios de los tres lados del tridngulo
M1, M2, M3.
c. Construir los pies de las alturas del triangulo, H1, H2, H3.
d. Construir los puntos medios de los segmentos que unen
los tres vértices con el ortocentro del triangulo J1, J2, J3.
e. Coloque como no visibles los segmentos y puntos
auxiliares utilizados en el trazado.
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¥ Vista Algebraica ~ Vista Grafica
® A=(03,-0.75) L fC~
® B=(10.36,0.98) c
® Cc=(2,6)
® b=6.296
® a-975 "
® c=10.21
® t1=3248
® M1=1(6.18,3.49) H M1
® M2=(1.15,2.63) 1
® M3=(533,012) 2
f:-10.06x - 1.73y = -30.49
g:8.36x -5.02y=6.28
h:1.7x + 6.75y = 24.22 5
® H1=(373,4.96)
® H2=(1.31,3.26)
@® H3=(3.08,-0.27)
D=(2.52, 2.95) ot M3
® J3=(2.26,4.48) A
® J2=(6.44,1.97)
® Ji={141,11)

Figura 19. Visualizacién de los nueve puntos construidos mediante los pasos

precedentes

f. ¢Qué puede afirmar sobre los 9 puntos anteriormente

construidos?

R/ Los 9 puntos pertenecen a una circunferencia.

g. Trace la circunferencia antes referida.

/mbO@'ﬁ{.\,“

Vista Algebraica

 Vista Grafica

000000000 S ~

A={0.3,-0.75)

B ={10.36, 0.98)
C={(2,6)

b=6.96

a=975

c=10.21

1=13248

M1 = (6.18, 3.49)

M2 = (1.15, 2.63)

M3 = (5.33,0.12)

f: 10.06x - 1.73y = -30.49
0: 8.36x - 5.02y = 6.28
h: 1.7x + 6.75y = 24.22

H1=(3.73,4.96)
H2 =(1.31,3.26)
H3 =(3.08, 0.27)
D=(2.52, 2.95)

J3=(2.26,4.48)
J2=(6.44,1.97)
J1=(1.41,1.1)

d:{x-38F = (y-23F=7.11

LEdn e~

Figura 20. Construccién de la circunferencia que pasa por los 9 puntos
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h. Manipule a su antojo cualquiera de los vértices del tridngulo
ABC. ¢qué se observa?

R/ Se observa que, para ciertos triangulos, algunos puntos
quedan fuera del triangulo y dicha circunferencia solo pasaria
por algunos de los 9 puntos del tridngulo, aunque si seguira
pasando por los puntos asociados al tridngulo, que son
externos al tridngulo.

Vista Algebraica | | = Vista Gréfica

A=(0.3, 0.75) H- o~~~ |
B=(7.68, 4.42) C

»
L]

°

® c=(2,86)
® b=6.96

® a=1187

® c-8.24

® 11=28.03

® W1 =(4.84,0.79)

® M2=(1.15,263)

® M3 =(3.99,-2.58)
I:-7.38x + 3,67y =7.25
g:5.68% - 10.42y = 9.52
h: 1.7x + 6.75y = -16.77
H1 = (4.45, 1.51)
H2=(2,7)

H3=(2,7)
D=(-1.97,-1.99)

® J3=(0.01,2.01)

® J2=(2.86,-3.2)
°
°

J1=(-0.84, 1.37)
d: x - 2 + [y + 0.207° = 9.22

Figura 21. Caso interesante que aparece durante la
manipulacion del triangulo original, hasta convertirlo en
obtusangulo

i. Delimitar para cuales triangulos se puede trazar dicha
circunferencia en puntos del triAngulo, no fuera de él.

R/ En todos, aunque en algunos (los obtusangulos), los
puntos notables queden externos al tridngulo.

j. Enunciar la nueva proposiciéon obtenida.

R/ Enunciado de la nueva proposicion: En todo
triangulo existe la circunferencia de los nueve
puntos, de Euler o de Feuerbach, que pasa por los
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puntos medios de los tres lados del triangulo, los
pies de las alturas del triangulo y los puntos
medios de los segmentos que unen los tres
vértices con el ortocentro del triangulo.

3. Actividades para la obtencion de la proposicion 3:
Existencia de la recta de Euler en triangulos
acutangulos (colinealidad del ortocentro, el
circuncentro, el baricentro y el centro de la
circunferencia de los nueve puntos de un triangulo).

a. Construir un tridngulo ABC acutangulo.

b. Construir la circunferencia de los 9 puntos, siguiendo las
actividades del apartado anterior.

c. Delimitar el ortocentro D.

d. Delimitar el centro de la circunferencia de los 9 puntos E.

e. Construir las mediatrices y delimitar el circuncentro S del
triangulo.

] A B Ol &N =] .

» Vista Algebraica X| | = vista Grafica
A=(0.17,-1.63) -
B={15.19, 0.52)
C=(4.67,6.51)

c=1506
11=50.64
M1 =(9.93, 2.99) .
M2 = (2.42, 2.44)

M3 = (7.68, -1.08)
1:-15.02x - 1.1y = -77.33
g:10.53x - 7.03y = 13.25
h: 4.5% + 8.14y = 64.07
H1=(5.31,6.08)

H2 = (4.15, 5.58)

H3 = (5.24, 1.26)

® D=(476,5.24)
J3=(4.71,5.88) A
J2=(9.98, 2.36)

J1 = (2.47,1.81)

d: (X - 6.2 + (y - 24)° = 14.2
E=1(6.2,2.4)

i 10.53x - 7.03y = 83.51
J:-15.02x - 1.1y = -114.23
k: 4.5x + 8.14y = 30.72

S =(7.64,-0.44)

Figura 22. Figura que se retoma de las actividades anteriores y donde
construye, ademas, el circuncentro

f. Construir las medianas y delimitar el baricentro T.
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Vista Algebraica

~ Vista Grafica

20000 OORRS

A=(0.17,-1.63)

HWr o~ v~ |

B=(14.73,1.44)
C=(4.67,651)

b=93

a-12.83

c=14.56

t1-58.84

M1 =(9.7,253)

M2 = (2.42, 2.44)

M3 = (7.45, -1.54)
f:-14.56x - 0.19y = -69.17
0:10.07x - 7.95y = 14.68
h: 4.5%+8.14y = 54.40
H1=(5.86, 5.57)

H2 = (3.65, 4.68)

H3 =(4.77, 1.57)
D=(47,4.1)
J3=(4.68,5.3)
J2=(9.72,1.33)
J1=(2.43,1.24)

d: (x - 6.07F +(y - 1.88F =1:
E-(6.07,1.88)

i:10.07x - 7.95y = 7753
it -14.56x - 019y =-108.25
k:4.5%+8.14y = 30.72

S =(7.44,-0.33)

104

T-(6.52,1.14)

c

M1
M2

13-

Figura 23. Figura que retoma las actividades anteriores y donde construye,

ademads, el baricentro

g. Ocultar los elementos auxiliares diferentes a los 4 puntos.

a=2
—
]

<+

)

P 0O,

N

o
ol
¥ Vista Grafica

]2~ 4
» Vista Algebraica
® A=(0.17,-1.63)
® B-(1436,-1.38)
® C=(467,651)
® b=93
® a=1249
® c=14.19
® 11=57.15
M1 =(9.51,2.57)
M2 - (242, 2.44)
M3 = (7.26, -1.5)

f:-14.18x - 0.25y = -67.85
0:9.69x - 7.8y = 14.51
h: 4.5k +8.14y = 63.34

H1=(5.95,5.47)
6,4.57)
H3=(4.81,-1.55)
® D=(4.71,3.95)
J3=(469,5.23)
J2-(9.53,1.29)
J1=(244,1.16)
d: (x - 5.98] + {y - 1.86] = 1:
® E=(5981.86)

i:0.69% . 7.88y = 71.02
-14.18x - 0.25y = -102.64
k: 4.5 + 814y = 30.72
§=(7.24,-0.23)

1=10.24

m=1253

n-842

® T-(64,1.17)

M~ o~ v~ |4

Figura 24. Figura donde se muestran los 4 puntos notables que
se pidieron en los pasos anteriores
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h. ¢Qué puede afirmar sobre los 4 puntos anteriormente
construidos? R/ Los 4 puntos pertenecen a una recta.
i. Trace la recta antes referida.

Y .A,_ LI PO Oyl =2l )

» Vista Algebraica > |+ vista Grafica
® A={0.47,-1.63) W ——
® B-(14.36,-1.38) =
® C-{4.67,651)

® p-93

® a-1249

® c=1419

® 11-=57.15

M1 = (9.51, 257)

M2 = 2.44)

M3 = (7.26, -1.5)
f:-14.18x - 0.25y = 67.85
0:9.69x - 7.88y = 14.51

h: 4.5% + 8.14y = 53.34
H1 = (5.95,5.47)
H2 = (3.6, 4.57)
H3 = (4.81, -1.55)

® D=(471,3.95)
J3=(4.69,5.23) A
J2=(9.53,1.29)
J1=(2.44,1.16)
d: (X -5.98) + [y - 1.86)" = 1;

® E=(598,1.86)
i:9.60x - 7.88y = 71.92
J:-14.18x - 0.25y =-102.64
ke 4.5x + B.14y = 30.72

® 5=(7.24,.0.23)
1-10.24
m=1253
n=8.42

® T=(64,1.17)

® p418x+ 253y - 2067

Figura 25. Figura que muestra la colinealidad de los 4 puntos construidos

j. Manipule a su antojo cualquiera de los vértices del tridngulo
ABC. ¢qué se observa?

R/ Se observa que, para ciertos triangulos, algunos puntos
descritos quedan fuera del tridngulo y dicha recta solo pasaria
por algunos de los 4 puntos del tridngulo, aunque si seguira
pasando por los puntos asociados al tridngulo, que son
externos al triangulo.
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» Vista Algebraica X | = Vista Grafica

@® A=(017,-1.63) MW~ o~ ~~ |
® B=(14.18,6.41)
@ C=(457,6.51)
® b=93

® a=952

® c=16.15

®

t1=38.95

f:-14.01x - 8.04y = -117.68
0:9.52x -01y=1.79
h: 4.5x + 8.14y = 115.89
H1=(2,7)
H2=(?,7)
H3=(7.07,2.32)
® D=(0.34,14.05)
J3=(2.5,10.28)
J2 = (7.26,10.23)
J1=1(0.25,6.21)
d:(x-4.84F + (y-6.337 =2
® E=(4.84,6.33)
:9.52x - 0.1y = 89.04
j--14.01x - 8.04y = -119.75
k:4.5x + 8.14y = 30.72
® 5=(9.34,1.39)
1=1229
m=12.42
n=4.82
® T=(6.34,3.76)
@ p:1544x + 9y =131.74

Figura 26. Figura que muestra un caso interesante de un
triangulo obtusangulo, donde algunos puntos notables
caen fuera del triangulo

k. Delimitar para cuales triangulos se puede trazar dicha recta.

R/ En todos los tridngulos, aunque en algunos los puntos
notables queden por fuera del tridngulo.

1. Enunciar la nueva proposicion obtenida.

R/ Enunciado de la nueva proposiciéon: En todo triangulo
existe la recta de Euler que pasa por el ortocentro, el
circuncentro, el baricentro y el centro de la
circunferencia de los nueve puntos de un triangulo.

Tarea para enviar el lunes 7 de diciembre al correo:

jose.martinez@unae.edu.ec

Escoger un teorema de cualquier Ambito de las Matematicas y presentar
las actividades a realizar con los estudiantes, encaminadas al desarrollo
de su intuicibn matematica mediante la formulacién de proposiciones.
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