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Resumen

La Conjetura de Collatz es uno de los problemas matematicos mas sencillos
de enunciar y comprender, debido a que inicamente se emplea calculos aritméticos
estudiados desde la primaria, pero detras de su sencillez se encuentra un problema
abierto de la teoria de numeros, el cual grandes matematicos han intentado
demostrar sin éxito, sin embargo, se han logrado varios aportes valiosos para una
mejor compresion del problema de Collatz. El objetivo de este trabajo es presentar
un estudio de como el uso de GeoGebra mejora la comprension de la Conjetura de
Collatz, en los estudiantes de Nivelacion de la Facultad de Ciencias de la Universidad
Central del Ecuador, para ello se consideré dos cursos en los cuales en uno de ellos
solo recibi6 la explicacidn tedrica de la conjetura mientras que en el otro curso se
incluy¢ la simulacién en GeoGebra, los cuales mostraron mejores resultados en las
pruebas realizadas.
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Abstract

The Collatz Conjecture is one of the simplest mathematical problems to state
and understand, because only arithmetic calculations studied since elementary
school are used, but behind its simplicity there is an open problem of number
theory, which great mathematicians have tried to demonstrate without success,
however, several valuable contributions have been made for a better understanding
of the Collatz problem. The objective of this work is to present a study of how the use
of GeoGebra improves the understanding of the Collatz Conjecture, in the Leveling
students of the Faculty of Sciences of the Central University of Ecuador, for these two
courses were considered in which in one of them he only received the theoretical
explanation of the conjecture while in the other course the simulation in GeoGebra
was included, which showed better results in the tests carried out.
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Introduccion

Una conjetura se define como un problema dentro del campo de la
Matemadtica para el cual ain no ha sido posible desarrollar su demostracién o
hallar un contraejemplo que pruebe su falsedad. Este tipo de problemas son muy
comunes en las ciencias exactas y atraen a una gran cantidad de matematicos
que buscan demostrarlos o desmentirlos. A lo largo de este trabajo se va a tratar
la Conjetura de Collatz, la cual a través de la funciéon de Collatz plantea que todo
numero entero positivo al cabo de finitas iteraciones llega a tomar el valor de 1. Es
evidente la sencillez de su enunciado, pero no tanto la complejidad del camino hacia
su demostracion, ya que este problema presenta un comportamiento caético debido
a que el nimero de iteraciones necesarias para llegar a 1 no depende del nimero
inicial, es decir, no importa si este nimero es pequefio o grande no podremos saber
cuantas iteraciones requiere para que tome el valor de 1.

El presente proyecto estd divido en diversas secciones, primero se va
a exponer el origen de la conjetura. En la segunda parte se enuncia y se revisan
diversos resultados acerca de la conjetura ademas de estudiarse los casos para
numero enteros positivos y su relacion con otras areas del conocimiento. Por tltimo,
se presenta un estudio estadistico en el cual se detalla la mejoria de la comprension
de la conjetura haciendo uso de GeoGebra en estudiantes de nivelacion de la UCE.

Antecedentes Historicos

Durante toda la historia de la humanidad, la matematica se ha desarrollado
de manera exponencial debido al intento de resolver un sin niimero de problemas
que iban surgiendo durante el camino. Un claro ejemplo de este tipo de problemas
es la “Conjetura de Collatz” el cual recibe su nombre en honor al matematico aleman
Lothar Collatz (1910-1990). Como menciona Lagarias (2010)

, Collatz durante su vida universitaria, recibi6 clases de grandes matematicos
tales como Hilbert, Landauy Schur, los cuales hicieron que nazca en Collatz un interés
en la representacion de funciones aritméticas por grafos. Arias de Reyna (2019)

manifiesta que Collatz tomaba una funcién y unia lo puntos n-m cuando
f(n)=m. Rapidamente not6 algo especial en estos grafos lo cual era que formaban
ciclos. Collatz comenzé a buscar funciones simples que describieran estos ciclos,
tomando en cuenta nimeros que satisfagan que f(n)<ny otros que f(m)>m, de tal
forma Collatz, definié la funcién dada por: (Weisstein, 2022)

n .

C(n) = > sines par
3n+1sinesimpar

Collatz consideraba el problema de los grafos y los ciclos como mero
entretenimiento. Sin embargo, para el afio 1950 en la ciudad de Cambridge, presentd
este problema a varios participantes, el cual fue difundido con facilidad durante un

congreso de matematicas. (Arias de Reyna, 2019)

Al ser un problema tan atractivo por su simpleza, desde afios posteriores al
anuncio de la conjetura, grandes matematicos han trabajado este problema con el
fin de hallar su solucidn sin tener éxito. Asi Lagarias (2010)
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experto en la conjetura de Collatz menciona que es un problema
verdaderamente peligroso ya que la gente se obsesiona con él y la verdad es que
es imposible. No obstante, el 8 de septiembre del 2019 el matematico australiano
y medalla Fiels en 2006 Terence Tao publicé en internet una prueba de que, como
muy poco, la conjetura de Collatz es “casi” cierta para “casi” todos los nimeros. El
resultado dado por Terence no es una prueba completa de la conjetura, pero si es un

gran avance en un problema que no rinde sus secretos facilmente (Hartnett, 2019).
Marco Tedrico

La Conjetura de Collatz, o conocido como “Problema 3x+1 ”, es un proceso
aritmético para el cual se toma cualquier nimero entero g, y se desarrolla una
sucesién de nimeros enteros los cuales se rigen por las siguientes dos normas:

an

Sia es par, entonces Un+1 = -
n

Sia, esimpar, entonces hn_}_l =3a,+ 1

Gracias a esta simple logica se define de manera formal la funcién de Collatz,
tal y como se menciona en Weisstein (2022), la cual es una funcién con dominio y
rango en los nimeros enteros positivos:

fc: It - Z*

n-1 si a,_, = 1(mod2);
3a,.1 415 Gn-1= 0(mod2).

Asi, se puede enunciar la conjetura de Collatz de la siguiente manera:

an-1 — fe(ap-1):=an =

“Para todo niimero entero positivo n, iterando la funcién fc(n) un numero
finito de veces, entonces siempre se llega al nimero 1 y ademas se entra en el bucle
formado por {4,2,1}.” (Guauque Pardo, 2021)

Notemos que en el enunciado del problema solo se considera los niimeros
enteros positivos puesto que el caso de los niimeros enteros negativos ya esta
resuelto. Como se busca definir una sucesiéon de ntimeros a través de fc, se van a
consideran las siguientes definiciones, tales como: los ‘Nimeros Granizo’ los cuales
son todos los nimeros que forman parte de la sucesién generada para el problema
de Collatz. Ademas, es necesario el conocimiento de la definicion de érbita de un
numero, la cual es toda la sucesién que se forma al componer la funcién de Collatz
hasta alcanzar el nimero 1. A continuacién se presenta un caso especifico, mismo
que presenta un comportamiento muy inusual, este es el nimero 27, notemos que
el maximo de la 6rbita generada por 27 es el nimero 9232, y ademas alcanza el
numero 1 en 112 iteraciones, como se muestra en la siguiente figura:
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| Namero Inicial 27| % Informacin:

Numero Maximo Alcanzado = 9232
Numero de lteraciones = 112

Numero Aleatorio

Figura 1. Grdfica para el niimero 27

Este mismo fendmeno ocurre en nimeros tales como el 31, 41, 47 para los
cuales el niumero de iteraciones se dispara al igual que el maximo de la érbita. Estos
destalles se presentan en la siguiente grafica, la cual en el eje X es el nimero n par al
cual se va a calcular su 6rbita y en el eje Y, se muestra el nimero de pasos necesarios
parallegar a 1:

250 o

Figura 2. Numero de iteraciones dado del 1 al 10000
Fuente: (Weisstein, 2022)

Existen ciertos nimeros que presentan un comportamiento muy estable y
para el cual el nimero de iteraciones es minimo. Uno de ellos es el nimero 16384,
el cual solo necesita 15 iteraciones. Los nimeros que cumplen esta caracteristica
son todos aquellos que se pueden escribir como 2% k €N, ya que al ser introducido
en la funcién de Collatz siempre va a tomar el lado par y se tiene que fc(2%) =2 *1,
k €N, lo cual muestra que siempre va a ser un nimero par y por tanto la grafica es
estrictamente decreciente como se muestra en el siguiente grafico:
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| Namero nicia <ieaes__] (2] Informacién:
Triciar) © Numero Maximo Alcanzado = 16384
Unicar] Numero de Heraciones = 15
Namero Aleatorio

Figura 3. Grdfica para el nimero 16 384

Para poder comprender la relacién entre la Conjetura de Collatz y diversas
areas de la matematica se tomd como referencia las investigacion realizadas por
el matematico australiano Terence Tao, en el cual se detallan las conexiones de la
conjetura de Collatz con distintos campos, asi, Candela (2020)

menciona que: el trabajo de Tao es interesante tanto por las conexiones
que establece entre el problema y el area de Ecuaciones Diferenciales Parciales,
dando asi una nueva muestra de las sorprendentes ramificaciones de la Conjetura
de Collatz. Esta riqueza es uno de los aspectos mas atractivos del problema: se
conoce relaciones entre la conjetura y varias dreas matematicas ademas de la teoria
de los nimeros, como la teoria computacional, la combinatoria y la teoria de los
sistemas dindmicos. Se encuentra relacionado con: La teoria de los nimeros debido
a que este problema involucra la suma y el producto por lo cual es un problema de
aritmética. Se relaciona con los sistemas dinamicos ya que en este campo se hace
se analiza el comportamiento de las funciones, puesto que el problema 3x+1 se
iterard una funcioén, por tanto, es un sistema dindmico discreto en el espacio Z, y
ademas la operaciéon mas importante para la iteracién es la composicién. Por otro
lado, la conexién con la teoria ergddica surge a favor de los sistemas dinamicos, sin
embargo, al presentar una medida invariante, permite que la teoria ergédica y la

Conjetura de Collatz se relacionen (Guauque Pardo, 2021).
Anadlisis Estadisticos

Para cumplir el objetivo de este trabajo, se realiz6 un andlisis estadistico para
evidenciar que el uso de GeoGebra favorece el aprendizaje tanto para problemas
simples como para conjeturas importantes dentro de la matematica. Para ello se
ha seleccionado una metodologia de enseflanza basada en el método heuristico,
es decir, cada alumno desarrolla los conocimientos de manera independiente a
través de simples explicaciones tedricas. El estudio se realiz6 a los estudiantes de
Nivelacion de la Carrera de Matematica de la Universidad Centrar del Ecuador. Para
ello, se tomé dos paralelos independientes, en el Curso A (Primer Paralelo) se realizé
una explicacion meramente tedrica de la Conjetura de Collatz en la cual se detallaban
definiciones y resultados importantes. En el Curso B (Segundo Paralelo) se dio una
explicacion tedrica al mismo nivel y con los mismos temas tratados en el Curso A
y ademads se afadi6 una presentacidn grafica del comportamiento de la funcién
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de Collatz, simulada en GeoGebra. Al finalizar la presentacion, en ambos cursos se
realizé una prueba para poner observar los conocimientos aprendidos durante la
explicacién y de esta manera poder comparar los resultados entre ambos cursos. La
prueba constaba de 6 preguntas relacionadas al comportamiento de la funcién de
Collatz, a continuacidn, se presentan los resultados del porcentaje de aciertos por
cada curso y en cada pregunta:
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Figura 4. Respuestas correctas del cuestionario de la Conjetura de Collatz.

Es evidente la diferencia entre aquellos alumnos que recibieron solo
formacién tedrica con los que recibieron la parte grafica ya que el porcentaje de
aciertos es significativamente mas alto en el Curso B que en el Curso A, dandonos
las primeras observaciones en las cuales se muestra que la ayuda visual de los
problemas nos permite mejorar la comprension de estos. También se presenta
la grafica complementaria a la anterior, en la cual se detalla el porcentaje errores
obtenidos en cada pregunta, con la finalidad de contrastar la informacién adquirida:
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Figura 5. Respuestas incorrectas del cuestionario de la Conjetura de Collatz
Notemos que el porcentaje de error es mucho mayor en el Curso A en especial
en las preguntas las cuales estaban relacionadas con ideas graficas de la funcién de
Collatz. Asi, se evidencia que el aprendizaje visual ayuda a mejorar el desempefio
académico de los estudiantes en especial en problemas matematicos ya que ain no
se tiene la madurez matemadtica necesaria para poder comprender los problemas
solo con teorfa.

Ademas, dentro de la prueba del Curso B se incluy6é una pregunta personal
referente a cuanto consideraban que ha influenciado la presentacién en GeoGebra
para la mejor comprension de la Conjetura de Collatz la cual nos arrojé los siguientes
resultados:
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¢Cuénto considera usted que ha mejorado la compresién de la Conjetura de Collatz gracias al uso
GeoGebra? Donde 5 es muchoy 1 es nada
25 respuestas

—

Figura 6. Estadistica ante el uso de GeoGebra
De la grafica anterior, se observa que un 68% de los alumnos del Curso B,
atribuyeron que el uso de GeoGebra aumenta la capacidad de abstraccién ante
problemas matematicos que no son sencillos de entender. De esta manera, al igual
que con los datos anteriores se puede corroborar que el apoyo didactico basado en
la visualizacion contribuye de manera notoria en la educacion.

Conclusiones y Recomendaciones

Los datos obtenidos a lo largo de este trabajo nos permiten concluir que
el apoyo de las aplicaciones tecnoldgicas, en este caso especifico de GeoGebra,
contribuyen al aprendizaje de los estudiantes en las aulas debido a que se puede
observar como se va desarrollando el problema matemadtico de forma que los
estudiantes puedan manipular y trabajar de forma didactica. Se recomienda
especialmente a los profesores de la asignatura de matematica, revisar e interactuar
con el sin nimero de opciones disponibles dentro de la aplicacién de GeoGebra,
incluyendo la programacion la cual permite una expansion de las herramientas del
programa.
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